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1 Введение 
Гибридные методы стали в посл~днее время все чаще исполь­
зоваться для решения внешних электродинамических задач ди­
фракции на системе диэлектрических и идеально проводящих 
тел (1, 2]. Суть гибридного метода решения зада•ш дифракции 
заключается в следующем. Выбирается фиктивная замкнутая 
пов~рхность, содержащ;•я систе~1у диэлектрических и идеально 
проводящих тел. Вне этой псверхнссти решение задачи выпи­
сывается в явном виде с поrющью поверхн~>стных потенциалов. 
Внутри поверхности задача решается каким-либо численным ме­
тодом, а затем результаты "сшиваются'' с помощью условий со­
пряжения. В результате, кроме уравнений внутри фиктивной по­
верхности (в объеме), возникают дополнительные поверхностные 
уравнения на фиктивной поверхности, что и обусловило назва­
ние метода как гибридного. 
Метод позволяет перейти от решения внешней задачи ди­
фракции к решению внутренней задачи с некоторыми дополни­
тельными :·оверхностными уравнениями. Основным преимуще­
ством данного метода является его универсальность для решения 
задачи на системе ограниченных тел. Одним из главных недо­
статков метода является неэллиптичность оператора задачи при 
решении задачи дифракции электромагнитной волны. 
Цель настоящей работы -· найти такую новую формулировку 
гибридного метода, чтобы в результате получить зада•1у с элли-
1 Работа выполнена при nо11д"l'жке РФФИ, грант №Ul-01-00053 
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птическим оператороми. Теоретические основы данного метода 
были разработаны в работах [3, 6]. 
Как известно [4), для получения приближенного решения 
уравнения с эллиптическим оператором удобно использовать ме­
тод Галеркина. При этом необходимым и достаточным услови­
ем сходимост:1 метода Галеркина является свойство аппроксима­
ции. 
Пусть Н -- гильбертово пространство, JJ' ·- антидвойственное 
к Н пространство (4, 5], А : Н -+ Н' - линейный ограниченный 
инъективный оператор. Пусть Hn С Н - последовательность 
подпространств (n = 1, 2, ... ), предельно плотных в Н, то есть 
обладающих следующим сво~l:ством аппроксимации: 
inf 111/1 - <pjj-+ О, п--+ оо (1) 
1/>EHn 
для всех <р Е Н . Ниже мы всегда предполагаем, что свойство 
(1) для Hn выполнено (это необходимое условие сходимости 
метода Галеркина). 
Рассмотрим операторное уравнение 
А<р = f, <р Е Н, f Е Н' (2) 
и схему метода Га.11.еркина для приближенного решения этого 
уравнения 
(Arp", g) = (!, g) для всех g Е IJ n, (3) 
где <рп Е Н n - приближенное решение. Будем считать, что раз­
мерност1, подпространств Hn равна n : dim Hn = п. Здесь(.,-) 
означает отношение двойственности между пространствами Н' и 
н. 
Определение 1.1 Пусть .Л : Н -+ Н' - U1t3е11:тивн.ый опера­
тор. Будем говорuтпъ, -что метод Галеркина (."i) , определенный 
въtбором подпространств Hn С Н(п = 1, 2, .. . ), annpo.,.;cи.«.ttpyю­
щuil исходное уравнение (2), сходится, если существует. такое 
N, -что д.л.я. любого J Е /т.4 (ImA - образ оператора А) урав­
нен.и.я. (3) одн.озна-чно разреши.мы при всех п ~ N и приближен­
ные решен.и.я. <рп сходя.те.я к то-чно.му решеиию <р уравнения (2): 
'Pn -+ t.p, n ---> 00. 
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В этом случае имеет место квазиоптимальная оценка скоро­
сти сходимости [4): 
/l'Pn - 'Pll :5 С inf llФ - 'PI!, (4) 
ФЕНп 
то есть порядок скорости сходимости не ниже порядка аппрок­
симации в (1). 
При анализе сходимости методов Галеркина чаще всего глав­
ную роль играет свойство сильноit эллиптичности оператора 
А, а именно : 
Определение 1.2 Линеi1нъ1i1 ограниченныil оператор А : Н-+ 
Н' наз-ываетс.я сильно эллиптическим .. если существует ком­
nактныil оператор К : Н -+ П' maкoil, "lmo 
(5) 
дл.я некоторого /о > О. 
Имеет место следующий основной результат [4]. 
'Утверждение 1.1 Для силъно эллиnmu"tеского оператора А 
.w.етод Галеркииа (3) cxoiJumc.я и сnравеdлива оценка (4). 
Таким образом, условие сильной эллиптичности является до­
статочным условием сходимости метода Галеркина (при выпол­
нении необходимого условия - свойства аппроксимации (1)). В 
этом случае базисные функции в методе Галеркина можно вы­
бирать любыми, лишь бы они удовлетворяли свойству аппрок­
симации, то есть их линейные оболочки Hn удовлетворяли свой­
ству (1). Как будет показано ниже, это обстоятельство в гибрид­
ных методах позволяет выбирать базисные функции на поверх­
ности и в объемной области независимо друг от друга ( согласо­
вание поверхностных и объемных базисных функций является 
одной из основных трудностей в гибридных методах [2]). 
Из вышесказанного следует, что необходимо стремиться к та­
ким постановкам электродинамических задач, в которых опера­
тор А будет сильно эллиптическим. Тогда вопрос о сходимости 
метода Галеркина будет сводиться к выбору ба.зисных функций, 
обладающих свойством аппроксимации. 
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Ниже предлагается использовать гибридную формулировку 
задачи с представлением поля во внешней области с помощью 
функции Грина. Естественно, фиктивная поверхность S выбира­
ется таким образом, чтобы было возможно построить функцию 
Грина во внешности S. Поэтому в работе выбрана сфера, хо­
тя все результаты (о сильной эллиптичности задачи) остаются в 
силе и для произвольной кусочыо-rладкой поверхности S . 
2 Задача для системы уравнениii 
Максвелла 
В параграфе 2 рассматривается векторная задача дифрак­
ции стороннего электромагнитного поля на системе идеально 
проводящих тел !:1. Конечная область пространства заполнена 
средой с кусочно-непрерывными диэлектрической и магнитной 
проницаемостями с:(х) и µ(х). Рассматривается традиционная 
постановка для системы уравнений MaкcвeJJJJa. Эта задача бы­
ла рассмотрена , например, в (2]. 
В этом параграфе доказывается, •по такая постановка задачи 
дифракции приводит к неэллиптическому оператору, отве~:ающе­
му гибридной формулировке задачи . Точнее, устанавливается, 
что основной оператор ("блок") в блочной операторной матрице, 
отвечающей уравнению в объеме, не будет эллиптическим . От­
сюда следует, что и весь оператор задачи также не будет элли­
птическим. Поэтому, с нашей точки зрения, постановку задачи, 
основанную на системе уравнений Максвелла, следует "отверг­
нуть". Отметим, что неэл.Тiиптичность задачи в данном случае 
не связана с поверхностными уравнениями, неиспользованием 
функций Грина и т.д. 
Пусть Q С нз - система ограниченных непересекающихся тел 
с кусочно-гладкими (замкнутыми) граничными поверхностями 
д!:l. Пусть S - замкнутая поверхность, содержащая Q так, чтобы 
SnO = 0. Обозначим внешность S через V+ , а внутреннюю часть 
S без О - через V_; нз = V+ u v_ u S u П. 
Пусть в области V+ задано падающее поле E0 (:r), н0 (х) , 
х Е V+· Требуется определить полное поле Е(х), Н(х), которое 
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имеет вид: 
Е+(х ) + Е0 (х) 
х Е V+, 
( Е(х) )= Н+(х) + н0 (х) Н(х) (6) Е_(х) 
х Е V_. 
Н_(х) 
в силу представления (6) все условия в v_ будут только однород­
ными. 
Параметры среды в V_ описываются функциями €(х) и µ(х), 
которые предполагаются кусочно-непрерывными . В области V+ 
€о и µо - вещественные положительные константы; (А) >О - кру­
говая частота . Поверхности разрыва €(х) и µ(х) предполагаются 
совпадающими и кусочно-гладкими и обозначены через r . 
Рассмотрим следующую краевую задачу для системы урав­
нений Максвелла: 
{ 
rot Е = il.A)µH 
rot Н = -il.A)€E, 
{ 
rot Е+ = il.A)µoH+ 
rot Н+ = -il.A)€oE+, 
в v_ (7) 
(8) 
Етlап =О, (9) 
[Ет]Г =О , (10) 
[Нт]г =О, (11) 
[Ет]s =О , (12) 
[Нт]s =О, (13) 
er ХЕ++ ~er х (er х Н+) = o(r- 1 ) , {14) V€r; 
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х при r := lxl -+ оо (er - единичный вектор, er := r;;!) . Здесь 
индекс т означает взятие касательных к поверхности составля­
ющих векторного поля, а скобки [ · ] - разность следов функции 
с разных сторон поверхности. 
В области V_ запишем "слабую" (вариационную) форму­
лировку задачи для решения Е, Н: 
1 J (1 -~ € rot Н · rat t 
v_ 
u.;
2 µН · [) dx + i j t · (Е х п) dS =О 
s 
V t Е L2,Rot(V-). (15) 
Решение Е, Н ищем в пространстве 
Если к (15) добавить второе уравнение в (7) 
rot Н = -iu;t: Е, 
то вариационная формулировка. задачи будет эквивалентна 
уравнениям (7), краевым условиям (9), условиям сопряжения 
(10), (11), понимаемым в смысле распределений. 
В области V+ запишем интегральное представление для полей 
Е+, Н+ : 
~Е+(х) = rotf Mo(y)Ф(x , y)d8y +-:--k1 rotrotjJo(y)Ф(x,y)dSy, 
T/Q l О 
s s 
(16) 
Н+(х) = -rot j Jo(y)Ф(x , y)dSy+ i~o rotrot j M0(y)Ф(x,y)dSy, 
s s 
( 17) 
где Мо(У) = -п(у) х E+(Y)ls, Jo(y) = п(у) х Н+(У)1 5 - неизвест­
ные магнитный и электрический поверхностные токи ; п - внеш­
еikо!r-у! 
няя нормаль к \!_; Ф(х,у) := I I' ko = u;..jt:oµo, 1]о = 4ir х - у 
Jµo/t:o . Здесь Мо Е н- 1 f 2 (S), .fo Е н- 1 f 2 (S) - касательные 
векторные поля (точнее, сечения векторных расслоений над S ). 
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Определения и свойства пространств Н' изложены, например , в 
[5] . 
Из (13) имеем: 
J(п хн_ - Jo) . (n х Й)dS = f (n х H 0 )(n х D)dS (18) 
s s 
для любой функции (n х U) Е H 112(S) . Условие (18) эквивалент­
но (13) . 
Кроме того , из (12) 
j (Е_ х n - Мо) · fls dS = j (Е0 х п) · tl 5 dS (19) 
s s 
или , что эквивалентно , 
М о = Е _ х п - Е0 х п . 
Тогда вместо (15) получаем 
~ j (~ rot Н · rotl- r •• /µHt) dx + 
v_ 
+i j Мо · tdS = -i !(Е0 х n) · tdS. 
s s 
(20) 
Из ( 16) - ( 17) с помощью векторной функции Грина можно 
получить выражение для Jo через М0 : 
Jo(x) = J Dx (::~~r~~I +К(х , у)) Mo(y)dSy, (21) 
s 
где Dx - некоторый дифференциальный оператор . 
Введем новые неизвестные функции 
М := М0 + Е0 х пls ; J := Jo + п х H 0 is . 
Тогда уравнение (20) преобразуется к виду 
~ J ( ~ rot Н · rot [ - r..v 2 µН · t) dx + i J М . [ dS =О; 
v_ s 
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уравнение (19) - к виду 
f (n х trH - J)(n х U)dS =О; 
s 
уравнение (21) - к виду 
! ( eikolx-yl ) J(x) = Dx 47rlx _ YI + К(х,у) M(y)dSy + !(х), 
s 
где f(x) := n х Н0 1 5 - j (::~~x~~I + К(х,у)) (Ео х nl5 )dS. 
s 
Квадратичная форма оператора А, определяемого первым ин-
тегралом в (20), 
a(H , t) := ~ J (~rotH · r·ott-r.,; 2 µH ·t) dx, (22) 
v_ 
согласно формулам 
а(Н, t) =(АН, t), V t Е L2,Ro1(V_), 
А : L2,Ro1(V-) - L~.RotCV-), 
не является коэрцитивноii. Действительно, если rot Н = О, 
то формула (22) отрицательно определена (при вещественных с: 
и µ), а при rot Н -::j; О и малых r.,; - положительно определена. 
Отсюда следует, что оператор А, а значит и полный оператор 
для всей задачи, не будет сильно эллиптическим . 
Таким образом, для получения свойства эллиптичности не­
обходимо изменять постановку задачи и переходить от системы 
уравнений Максвелла к эквивалентной краевой задаче. 
3 Сильная эллиптичность задачи для 
векторного уравнения Гельмгольца 
В параграфе 3 рассматривается та же задача, что и в пара­
графе 2. Отличие состоит в том, что мы рассматриваем не си­
стему уравнений Максвелла, а систему уравнений Гельмгольца. 
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Эти задачи эквивалентны, но вторая приводит к эллиптическому 
оператору, отвечающему краевой задаче. Мы доказываем лишь 
эллиптичность основного оператора в операторной матрице, по­
скольку эллиптичность задачи сопряжения док<tЗана в [3], а из 
эллиптичности краевой задачи сопряжения следует эллиптич­
ность гибридной формулировки с использованием функций Гри­
на . 
Пусть П С R3 - система ограниченных ненересекающихся тел 
с кусочно-гладкими (замкнутыми) граничными поверхностями 
дП . Пусть S - замкнутая поверхность, содержащая П так, чтобы 
S n (2 = 0. Обозначим внешность S через V+, а внутренность S 
беэ (l - через V_; R 3 = V+ U v:... U S U n. 
Рассмотрим задачу (6) - ( 13) с условиями излучения 
Основная идея следующих построений состоит в том, чтобы 
изменить условия сопряжения на S и Г таким образом, чтобы 
видоизменить уравнения в области v_ и на поверхности s и по­
лучить сильно эллиптически:П оператор . При этом краевая 
задача сводится к эквивалентной краевой задаче. Эта идея пред­
ложена в (З]. Мы будем считать Е, µ, k кусочно-постоянными во 
всем пространстве R3 . 
Предположим, что 
Введем следующие условия сопряжения: 
[~пxrotE]E =0, 
(EEN]E = 0, 
(Л dili Е]Е =О. 
(23) 
(24) 
(25) 
(26) 
где 1: = S U Г, Л 
запишем в виде 
Aj в области V±. Краевые условия на дQ 
Eтlan =О, (27) 
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div Elan = О, (28) 
где под div понимается поверхностная дивергенция. Выберем 
Л := ~. Тогда, как показано в [3], задача (6) - (14) будет экви­
µF; 
валентна задаче 
дЕ + k2 Е = О в V_, 
ЛЕ+ + k5E+ =О в v'+ 
с краевыми условиями (27), (28), условиями сопряжения (23) -
(26) и условиями излучения 
ет х rot Е+ - ет div Е+ + ikuE+ = o(lxl- 1) , при lxl--> СХ> . 
В области \,'_ запишем "слабую" (вариационную) форму­
лировку задачи для решения Е (н := )-Е): 
Z!..V/l 
j 1(rot Е · rot l + di11 Е · di11 l - k2 Е · l) dx 
v_ 
j [. (-п х rot (;Е) + n · ~div Е) dS = О, (29) 
s 
V t Е Й 1 (V-), где 
fi1(V_) :={ЕЕ H 1(V_) : Етlап ==О, divElan =О}. 
Так как полуторалинейная форма 
а(Е, t) := j ;(rot Е · rot l + div Е · divl) dx 
v_ 
является коэрцитивной на пространстве Й 1 (V-), оператор рас­
сматриваемой краевой задачи будет сильно эллиптическим [3, 4]. 
Используя функцию Грина G о ( х, у), мы получим предста­
вление для поля Е+(х) во внешности сферы [7] 
Е+(х) = j (grady Gv(x, у)) х (Е+(У) х n(y))ls dSy; lxl > R . 
s 
130 
Ю. Г. Смириов 
Введем неизвестные функции 
<ро(х) Е+(х) · n(x)l5 , х Е 5, (30) 
Фо(х) := Е+(х) х n(x)l 5 , х Е S (Фо = Фо) . 
Тогда 
Е+(х) j (grady Gv(x, у)) х Фо(У) dSy + (31) 
s 
+ J (gradyGv(x, y))<po(y)dSy; lxl > R . 
s 
Поскольку 
дGv(x , у) 
grady Gv(x, y)I es = n(y) д , У ny 
то 
Е+(х) = J ~~: (х, у) n(y) х Фо(У) dSy + 
s 
+ J ~~: (х, y) .n(y) <ро(у) dSy ; lxl > R. 
s 
Далее, 
gradx 8
8
Gn (х , y)I = n(x)
8
8 (даGп (х, y))I , 
ny xES nx ny xES 
если х f::. у; х Е S, и у Е S. Тогда мы получаем уравнения 
div Е+(х) J (grad" Gvд~~ у)) · (n(y) х Фо(у)) dSy + (32) 
s 
+ J (gradx Сп{)~~ у)) · n(y)<po(y)dSy , lxl > R, 
s 
rot Е+(х) J (gradr Gv~~~ у)) х (n(y) х Фо(У)) dSy + (33) 
s 
+ J (gradx Gv~:~ у)) х n(y)<po(Y) dSy , lxl > R . 
s 
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Обозначим 
J( ) ·- д
2Gv(x , у) . 
х, у .- ~ ~ , 
vnxvny 
х , у Е 5. 
Отметим, что J(x, у)= J(y, х), функция J является симметрич­
ной относительно х и у поскольку функция Грина Gv(x, у) также 
симметрична относительно х и у. 
Таким образом мы имеем 
J l(x) [-п(х) х rot E+(x)ls + n(x)div E+(x)l 5 ] dSx = 
s 
J [-rot Е+(х) ls · (l(x) х п(х)) + 
s 
+ (l(x) · n(x)) divE+(x)l 5 ] dSx = 
= J [-rot Е+(х) ls · й(х) + й(х) div E+(x)l 5 ] dSx = 
s 
= j j [J(x, y)(n(x) х й(х))· (п(у) х Фо(у)) + 
ss 
+ J(x, у) (п(х) х й(х)) · (n(y)<po(Y)) + 
+ J(x, у) (п(у) х Ф0 (у)) · (п(х)й(х)) + 
+ J(x, у) (п(х)й(х)) · (n(y)tpo(Y))] dSx dSy, 
где 
И(х) := t(x) х n(x), и(х) := t(x) · п(х); 
и t( х) - векторное поле. 
Любое векторное поле V(x) на поверхности 5 может быть 
представлено через касательную и нормальную составляющие в 
форме [3]: 
V(x) = Vn(x) + Vт(х) = n(n · V(x)) + (-n х (n х V(x))) . 
Введем оператор следа на поверхности S: 
(tr V)(x) = V(x)l 5 = V(x), х Е S; 
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(след различен с разных сторон поверхности S) . Тогда 
n(x)u(x) tn(x), 
n(x) х U(x) = -n х (n х t(x)) = tт(х), 
n(x)cpo(x) (E+(x))n, 
n(x) х Фа(х) -n х (n х Е+(х)) = (Е+(:r:))т, 
и, следовательно, 
j t(x) [-п(х) х rot Е+(х) ls + n(x) div Е+(х)1 5 ] dSx = 
s jj J(x,y)(trE+(Y)) · (trt(x))dSxdSy . (34) 
ss 
Из условий сопряжения (23) и (25) на поверхности S (они назы­
ваются "главными" условиями) 
itr Е_ - tr Е+ = tr Е0 
или 
tr Е+ = itr Е_ - tr Ео, (35) 
.. ( er 0
1 
) где с: = О и Er относительная диэлектрическая прони-
цаемость в V_ (в окрестности поверхности S) , а 
Используя соотношение (35) мы исключаем функцию Е+(У) из 
уравнения (34) и получаем соотношение 
1 ;-µ t(x) [-n(x) х rot Е+(х) ls + n(x) div E+(x)ls] dS:r: = 
s j j ~J(x, у) (Ur· Е_(у)) · (itrt(x)) dS:r: dSy -
ss j j ~J(x, y)(tr Ео(У)) · (itrt(x)) dSx dSy . (36) 
ss 
133 
Гuбридн:ыil .метод ... 
Принимая во внимание условия сопряжения (24) и (26) мы окон­
чательно получаем вариационное соотношение 
J ~(rotE·roti+div Edivi-k2E · i) dx-
v_ 
J J ;J(x, y)(i tr Е(у)) · (i trt(x)) dSx dSy = (37) 
S5 
-J J ~J(x, у) (tr Ео(у)) · (itrt(x)) dSx dSy, 'т/ t Е Й(V-) , 
55 
где Е = Е_ . Это уравнение определяет электрическое поле Е в 
V_ . Запишем уравнение (37) в следующей форме 
a(E,t)+j(itrE, itrt)=j(trE0 , itrt); 'тltEЙ(V_) , (38) 
где полутора.линейные формы а и j определяются посредством 
формул 
a(E,t) J ~(rotE · roti+divEdiv i-k2E · i) dx, 
v_ 
j(Q , q) = -!! ~J(x , y)Q(y) · ij(x)dSxdSy. 
5S 
Определим операторы А и J 
А : Й(V-) --. Й'(V-), 
J : ТЙ(V_) -+ ТЙ'(V-), 
сл~дующим образом : 
а(Е , t) 
j(Q, q) 
(АЕ, t), 'т/ t Е Й(V-) ; ЕЕ Й(V-), 
(JQ,q) , 'т/ q Е ТЙ(V_) ; Q Е ТЙ(V_) . 
Здесь Й'(V_) антидвойственное к Й(V_) пространство , ТЙ(V_ ) 
пространство следов элементов из Й(V_) а Т Й'(V-) антидвой­
ственное к нему пространство . Скобки (.,-) и (., ·) означают со­
отношения двойственности на паре пространств Й'(V_ ), Й(\1_) и 
ТЙ'(V_), ТЙ(V_), соответственно . 
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Обозначим оператор следа через Т, 
ТЕ:= {trE, 
который является ограниченным в пространствах 
Т: Й(V-)-+ТЙ(V-) . 
Сопряженный оператор т• также ограничен, 
т• : ТЙ'(V_)-+ Й'(V-). 
Введем новую неизвестную функцию (векторное поле на S) 
по формуле 
Ф := ttr Е_ . (39) 
Тогда уравнение (38) можно переписать в виде 
(АЕ, t) + (JФ, Tt) = (J Fo, Tt), V t Е Й(V_ ), 
где F0 := tr Е0 , или в операторной форме 
AE+T*JФ=T*JFo . (40) 
Соотношение (39) дает 
-ТЕ+Ф =О. ( 41) 
Домножим ( 41) на оператор 
J* : ТЙ'(V-)-+ ТЙ(V-), 
получим 
- J*TE + ГФ =О . (42) 
Оператор .J* ограничен и фредгольмов в силу сильной элли­
птичности оператора J (4] , и является непрерывно обратимым, 
поскольку внешняя задача Дирихле для сферы для уравнения 
Гельмгольца имеет единственное решение . Поэтому из ( 42) сле­
дует также (41) , и эти уравнения эквивалентны . 
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Теперь уравнения (40) и (42) можно объединить в общее урав­
нение с матричным блочным оператором 
( А Т" J ) ( Е ) = ( т· J Fo ) 
-J*T J* Ф О 
или, эквивалентно, 
где 
Ао := ( А 
-J*T 
АоХ = F, Ао Н--+ Н', ( 43) 
Здесь Н = Й(V_) х ТЙ(V-) , Н' = Й'(V_) х ТЙ'(V-) - декартово 
произведение пространств. Запишем выражение для квадратич­
ной формы оператора Ао: 
(АоХ, Х)н ' н = (АЕ, Е) + (Т* JФ , Е) -
(J*TE, Ф) + (J*Ф, Ф) = 
и, 
= (АЕ, Е) + (JФ, ТЕ) - (ТЕ, JФ) + (Ф, JФ) = 
(АЕ, Е) + (JФ, ТЕ) - (JФ, ТЕ)+ (JФ, Ф) , 
пе (ЛоХ, Х)н'Н =пе (АЕ , Е) +пе (JФ, Ф) . 
Как отмечалось выше А - сильно эллиптический оператор. J 
также эллиптический оператор (см. доказательство в [З]). Сле­
довательно, полный оператор задачи ,40 будет также сильно эл­
липтическим поскольку следующие оценки имеют место 
пе ((А+ Кл)Е, Е) +пе ((J + f(J )Ф , Ф) ~ 
> ЛлllEll1cv-) + ,\JllФll~Й(V-)' 
с некоторыми компактными операторами 
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,\А >О, 
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Операторное уравнение ( 43) можно записать в виде вариаци­
онного соотношения 
(АоХ, У)н'н = (F, У)н1 н, ';/У Е Н, 
или более подробно 
(АЕ, t) + (JФ, Tt) - (Jv, ТЕ)+ (Jv, Ф) = 
= (Fo , Tt) ';/ t Е Й(V-), v Е ТЙ(V_). 
(44) 
Итак, предлагаемый метод базируется на вариационном соот­
ношении ( 44) , которое определяет сильно эллиптический опера­
тор . Для применения метода Галеркина к решению задачи мы 
N • М • выбираем базисные функции {е;};= 1 С H(V_) , {ip1} 1=1 С TH(V_) 
для представления приближенного решения EN, Фм в форме 
N М 
EN = L:a;<p;, Фм = Lf31ip1 и решаем следующие уравнения 
i=l 1=1 
(AEN,ej) + (JФм,Теj} - (J<pт,TEN) + (J<рт,ФМ) = 
=(JFo,Tej), j=1, ... ,N, m=l, . . "M. (45) 
Матрица системы линейных уравнений (45) имеет вид 
. N+M А= {a;j};,j=l' 
где коэффициенты определяются по формулам 
a;j J t(rote; ·rolej +dive;divёj -k2c; ·ej)dx, 
v_ 
i , j=1, ... ,N; 
-JJ lJ(x,y)(<p;(y)) · (itrej(x))dS"dSy, 
ss 
i=N+1, .. . ,N+M, j=1, .. . ,N; 
Uij J J ~] (х, y)(ttr е;(у)) · ( l{Jj (х )) dSx dSy, 
ss 
i=1, . .. ,N, j=N+l , ... , N+M ; 
a;j - JJ ~J(x, у)(<р;(у)) · (rpj(x)) dSx dSy , 
ss 
i,j=N+1, .. . ,N+M, 
( 46) 
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а коэффициенты правой части j определяются посредством со­
отношений 
j = {!j}f=iм . где 
fj - jj ~J(x,y)(trEo(Y)) · (itrej(x))dSxdSy, j = l"."N; 
ss 
fj = О ; j = N + 1, ... , N + М. 
Тогда ( 45) эквивалентно системе линейных алгебраических урав­
нений 
А.ь = J, ( 47) 
где Ь = (а 1 , ... , D'-N, /31 , .. . , /Зм )т - столбец неизвестных. 
Сходимость метода Галеркина в этом случае следует из силь­
ной эллиптичности оператора задачи и свойства аппроксимации 
для базисных функций . С помощью введения функции Грина 
удается исключить одно поверхностное уравнение на S. Таким 
образом, количество неизвестных при решении внешней краевой 
задачи будет меньше. Полный оператор задачи становится си.r1 ь­
но эллиптическим. Это приводит к снижению размерности ре­
зультирующей матрицы , отсутствию сложностей, связанных с 
согласованием поверхностных и объемных элементов . От объем­
ных и поверхностных базисных функций требуется лишь свой­
ство аппроксимации в соответствующем пространстве . Свойство 
комплексной симметричности (не самосопряженности!) основно­
го разреженного блока матрицы сохраняется. Кроме того, гаран­
тируется сходимость метода Галеркина. 
Использование функции Грина незначительно усложняет за­
дачу вычисления поверхностных интегралов, так как она имеет 
простой вид. Особенность функции Грина может быть выделена 
аналитически . Остаток (в виде ряда) представляет собой функ­
цию без особенности, поэтому затраты, связанные с вычислением 
поверхностных интегралов, практически не возрастают. 
Отметим, что в указанном подходе имеется возможность ис­
ключить поверхностное уравнение на S и решать сразу вариаци­
онное уравнение (37) , рассматривая на S следы объемных эле­
ментов. При этом малый "плотный" блок матрицы , отвечаю­
щий поверхностному уравнению. рассредоточивается в большом 
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"разреженном" блоке , размерность матрицы уменьщается . Од­
нако вопрос об эффективности такого приема может быть peUJeц 
только численно в результате сравнения конкретных расчетов . 
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